
0.1 Simplicial set

Definition 0.1.1

[n] = {0 −→ 1 −→ · · · −→ n}という posetを考えたとき、∆を [n]を object、morphismを
[n] −→ [m]を poset map、つまり order preserving mapとした categoryとする。このとき、functor

∆op −→ Sets

を simplicial setと呼ぶ。

Remark 0.1.2

∆の morphism、[n] −→ [m]は injectiveの morphismと、surjectiveの morphismの合成に一
意的に分解できる。これはさらに、dj : [n− 1] −→ [n]、si : [n] −→ [n− 1]で simplicial condition
と呼ばれる条件を満たすmorphismの合成として表せる。

これより、simplicial set X : ∆op −→ Setsは、n = 0に対し集合 Xn と、0 5 j 5 nに対する

face map dj : Xn −→ Xn−1 と 0 5 i 5 n− 1に対する degeneracy map si : Xn−1 −→ Xn で、

1. 　 didj = dj−1di (i < j)

2. 　 disj =





sj−1di (i < j)

1 (i = j, i = j + 1)

sjdi−1 (i > j + 1)

3. 　 sisj = sj+1si (i > j − 1)

を満たすものである。

Example 0.1.3

1. 　 S を集合としたとき、CS : ∆op −→ Setsを CSn = S とし、face、degeneracy mapを
identityとした simplicial setを constant simplicial set of Sと呼ぶ。特にCφ = φ、C∗ = ∗と
書く。これらは、simplicial setの category(as functor category) の inicial objectと terminal
objectである。

2. 　n = 0に対し、∆[n] : ∆op −→ Setsを∆[n]k = Hom∆([k], [n])で定義し、f : [k] −→ [m]に
対し、f∗ : Hom∆([m], [n]) −→ Hom∆([k], [n])を対応させる。これを n-th standard complex
と呼ぶ。また、in ∈ ∆[n]n = Hom∆([n], [n])を identity mapとしておく。∆0 = ∗である。

3. 　 n = 0に対し、∂∆[n]を dj(in)、0 5 j 5 n で生成される∆[n]の sub complexとする。つ
まり、

∂∆[n]k =





∆[n]k 0 5 k 5 n− 1

0 5 j 5 n− 1、∆[n]j の face mapの imege n 5 k

これを、boundary of ∆[n]と呼ぶ。特に、∂∆[0] = φとする。
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4. 　 n = 0、0 5 m 5 nに対し、Λn
m を dj(in)、0 5 j 5 n、j 6= m で生成される ∆[n]の sub

complexとする。これを、k-th horn of ∆[n]と呼ぶ。

5. 　X を位相空間としたとき、S∗X : ∆op −→ Setsを、SnX = HomSpace(∆n, X)で定義し、
singular complex of X と呼ぶ。

6. 　 C を small categoryとしたとき、N∗C : ∆op −→ Setsを、NnC = Funct([n], C)とおき、
nerve of C と呼ぶ。

7. 　 Ordered simplicial complex K に対し、Sing∗(K) : ∆op −→ Sets を、Singn(K) =
HomOSC(∆[n],K)と定義する。

Lemma 0.1.4

K を simplicial setとしたとき、HomSSet(∆[n],K) ∼= Kn である。

proof)　　 Yoneda lemmaにより示せる。一応示すと、natural transformation

τ : ∆[n] = Hom∆(−, [n]) −→ K

に対し、τn : Hom∆([n], [n]) −→ Kn であるので、τ 7→ τn(1) ∈ Kn を対応させる。

逆に、x ∈ Kn に対し、σ(x) : ∆[n] =⇒ K は、

σ(x)m : Hom∆([m], [n]) −→ Km

を、f 7→ K(f)(x)で定義すればこれで同型となる。
□

Corollary 0.1.5

X を simplicial setとしたとき、X0 の元を vertexと呼ぶ。Lemma 0.1.4により、X0 の元を取

ることと、Simplicial map ∗ = ∆0 −→ X を決めることは同値である。より、一般に、simplicial
map ∆[n] −→ K は、in ∈ ∆[n](n) = Hom∆([n], [n])の Kn への行き先で決まってしまう。同様

に、simplicial map ∂∆[n] −→ K、Λn
k −→ K も nondegenerateな (n − 1)-simplexのKn−1 への

simplicial condicitionを満たす対応により決まる。

Definition 0.1.6 　 Product and mapping space

X,Y を simplicial setとする。simplicial set X × Y を

(X × Y )n = Xn × Yn

で定義し、degenerateと faceも productにより定義する。また、Map(X,Y )を、

Map(X, Y )n = HomSSets(X ×∆[n], Y )

で定義し、τ : [k] −→ [n] に対し、τ∗ : ∆[k] −→ ∆[n] が induce されるので、Map(X,Y )n −→
Map(X, Y )k は、

(1× τ∗)∗ : HomSSets(X ×∆[n], Y ) −→ HomSSets(X ×∆[k], Y )

として定義できる。
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Definition 0.1.7

X,Y を simplicial setとしたとき、evaluation map

ev : Map(X,Y )×X −→ Y

を次のように定義する。

evn : HomSSets(X ×∆[n], Y )×Xn −→ Yn

は、evn(f, x) = fn(x, in)により定義する。

Lemma 0.1.8

ev : Map(X,Y )×X −→ Y は simplicial mapである。

proof)　　 dj , si について可換になっているかを見てみればよい。dj について考えると、

Map(X,Y )n ×Xn Yn

Map(X, Y )n−1 ×Xn−1 Yn−1

-ev

? ?
dj

-
ev

が可換であることを示せばよいので、

ev ◦ dj(f, x) = ev(djf, djx)

= ev(f ◦ (1× dj), djx)

= (f ◦ (1× dj))(djx, in−1) djin−1 = djin−1

= f(djx, djin)

= djf(x, in) = dj ◦ ev(f, x)

となる。si についても同様である。
□

Corollary 0.1.9

ev : Map(X,Y )×X −→ Y はX, Y についてnaturalである。つまり、α : Z −→ X、β : Y −→ W

に対し、
Map(X,Y )×X Y

Map(X,Y )× Z

Map(Z, W )× Z W

-ev

?

β

6
1×α

?
β∗α∗×1

-
ev

は可換である。
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proof)　　 (f, z) ∈ Map(X,Y )n × Zn に対し、

β ◦ ev ◦ (1× α)(f, z) = β ◦ ev(f, α(z)) = β(f(α(z), in))

である。一方、

ev ◦ (β∗α∗ × 1)(f, z) = ev(β ◦ f ◦ α, z) = (β ◦ f ◦ α)(z, in) = β(f(α(z), in))

となる。
□

Theorem 0.1.10 　　 Exponential Low

X,Y, Z : simplicial setに対し、

ev∗ : HomSSets(X, Map(Y, Z)) −→ HomSSets(X × Y,Z)

を、ev∗(g) = ev ◦ (g× 1Y )で定義する。ただし、g× 1Y : X × Y −→ Map(X, Y )× Y。このとき、

ev∗ はX, Y, Z に関して naturalな全単射である。

proof)　　 naturalityは evの naturalityから導かれる。ev∗ の inverse

α : HomSSets(X × Y, Z) −→ HomSSets(X, Map(Y,Z))

を次のように定義する。f ∈ HomSSets(X × Y, Z)に対し、

α(f)n : Xn −→ Map(Y, Z)n = HomSSets(Y ×∆[n], Z)

は、

α(f)n(x) : Y ×∆[n] 1×ix−→ Y ×X ∼= X × Y
f−→ Z

により定義する。ただし、ix : ∆[n] −→ X は、in 7→ x ∈ Xn により定義される。これは ev∗ の

inverceになっている。
□

Corollary 0.1.11

SSetsは symmetric closed monoidal categoryである。
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